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1 Introducao

Muitos dos conceitos relacionados a 6rbitas e a Gravitagdo exigem conhecimentos
bésicos sobre elipses. Aqui serdo mostradas duas formas de se analisar uma elipse
matematicamente: por meio de sua equagdo cartesiana, e por meio de sua equagao
polar. Com base nelas, serdo feitas as andlises principais envolvidas na Gravitacao,
unindo os conceitos de elipses para descrever Orbitas planetarias.

2 Definicao

A elipse, por defini¢do, é o lugar geométrico dos pontos cuja soma das distancias a
dois pontos fixos é constante. A trajetéria descrita poreste L.G. é fechada, e se assemelha
a uma circunferéncia. A elipse degenerada (na qual estes dois pontos coincidem) é de
fato a circunferéncia. E uma das conicas mais conhecidas e utilizadas.

3 Nomenclaturas

Um desenho simples de elipse a se analisar é aquele no qual, em coordenadas
cartesianas, a reta determinado pelos pontos fixos (com nome de eixo principal) esta
alinhado com o eixo x ou y (fig. 1).

| a

Figura 1: Desenho de elipse com eixo principal alinhado com o eixo x.

A nomenclatura relevante as se¢des seguintes é dada a seguir. Outros termos
relevantes terdo se¢des proprias para serem mostrados e definidos apropriadamente.

e Focos: pontos fixos (destacados em preto) que desenham a elipse;

Distancia focal (2¢): distancia entre os focos;

e Semi-eixo maior (a): distancia entre o centro e o ponto mais distante da elipse;
e Semi-eixo menor (b): distancia entre o centro e o ponto mais préximo da elipse.
¢ Eixo principal/secundario: contém o semi-eixo maior/menor.

Frente a essanomenclatura, é facil de perceber que a soma das distancias da defini¢do
¢igual a2a. Basta considerar os pontos da elipse no eixo principal: a soma das distancias
é (a-c)+(a+c) = 2a. E usaremos isso para deduzir a equagdo da elipse.
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4 Equacao da elipse na forma cartesiana

A forma mais simples de se enxergar a elipse em coordenadas cartesianas é dada na
tig. 1. Tomando estes eixos como base, deduziremos a equacédo da elipse para um ponto
(x,y) qualquer dela, colocando o centro da elipse na origem do sistema de coordenadas
(tig. 2). Serd utilizada geometria bdsica para isso.

Figura 2: Esquema de uma elipse com um ponto (x,y) destacado.

Dada a definigdo e o Teorema de Pitadgoras, podemos chegar que:

\/y2+(x—C)2+ \/y2+(x+c)2=2a (1)

Vamos entdo elevar ambas as expressdes ao quadrado, isolando termos semelhantes
e raizes, até chegar na expressao final:

(\/y2 +(x—c)?+ \/y2 +(x + c)2) = (2a)

212 + 2% + 267 + 2 \/(yz + (=) (¥ + (x +0)?) = da®

(y2 + (x — c)2) (yz +(x + c)z) R e N
0 = 4a* — 4a*y* — 4a°x* — 4a** + 4x*C
a2(a2 _ CZ) — x2(a2 _ CZ) + y2a2

As equacdes anteriores apenas desenvolveram a expressido (1), tendo em mente que
as raizes precisavam sumir da expressdo inicial e que termos semelhantes precisavam
ser agrupados ou removidos, ou seja, o intuito era simplificar. Dividindo a tltima
equagdo apresentada por a*(a* — ¢?), chegaremos que:

2
Lo @)

Esta equagdo ainda ndo tem o formato conhecido por muitas pessoas. Usemos entdao
as defini¢des para uma equacdo mais simples, usando o semi-eixo menor b (fig. 3).

Pela definicdo, a soma das distancias do foco aos pontos da elipse é constante.
Tomemos entdo o ponto mais préximo do centro, que é denotado pelo semi-eixo menor.
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Figura 3: Ponto notdvel de elipse, mostrando o semi-eixo menor.

Como as distancias aos focos sdo iguais, ambas valem 4. Dado o tridngulo retangulo
da figura acima, pelo Teorema de Pitagoras:

> =b+c (3)
Utilizando a equacao (3) na equagéo (2), chegamos entdo que:

x2 y2
? + ﬁ =1 (4:)

Esta é a equacdo da elipse em coordenadas cartesianas que tdo bem conhecemos.
H4 um outro formato conhecido da equagdo da elipse, no qual o centro da elipse esta
presente num ponto (xy, o), fora da origem. A prova é deixada ao leitor, mas o formato

e a prova da equacgdo seguinte sdo bem semelhantes ao da equacdo (4):

PRY:
(x —112360)2 . (y beO) _q 5)

Ha também um ttlimo formato da equagédo da elipse cartesiana, o qual considera o
formato rotacionado dos eixos. No entanto, para a Gravitagao, ele nos serd pouco ttil,
uma vez que as coordenadas mais utilizadas sdo as polares. Mas antes de mostrarmos
a elipse em coordenadas polares, utilizaremos uma medida muito comum em equacdes
de coOnicas, o semi-latus rectum (ou semilatus rectum), denotado pela letra I.

5 Semi-latus rectum

O semi-latus rectum, por definicdo, é a meia corda que passa pelo foco de uma
conica, é perperndicular ao eixo principal e tem um de seus extremos na prépria
conica. Utilizemos entdo esta defini¢do para a elipse (tig. 4).

Tracando a perpendicular recomendada, obtém-se uma corda de comprimento /.
Como esta corda é perpendicular, podemos utilizar este fato juntamente com a defini¢do
de elipse para descobrir o seu valor, por meio do Teorema de Pitagoras:

(2a = 1)* = I + 4¢* (6)



6 EXCENTRICIDADE 6

Figura 4: Esquema utilizado para ilustrar o semi-latus rectum.

Da equacgédo anterior:

4a* — dal = 4c?
I 2 — 2
a
Da equacao (3):
b2
1=— 7
> %

6 Excentricidade

Algo também muito conhecido da Gravitagdo é a chamada excentricidade, muito
comum no que se refere a drbitas. Pela definigdo, toda conica pode ser definida como
o lugar geométrico dos pontos cujas distdncias a um ponto e a uma reta possuem a
mesma razdo. No caso da elipse, ha duas retas (uma para cada foco) externas e parale-
las ao eixo secunddrio que possuem tal propriedade. Porém, tal definicio ndo nos é util.

Ao invés disso, utilizaremos uma outra definigdo: a excentricidade € pode ser dada
pela razdo entre a excentricidade linear (definida como a distancia entre o centro da
cOnica e qualquer um dos focos, neste caso c) e o0 semi-eixo maior a:

€=- (8)
a
Ha formas diferentes de se enxergar c, de acordo com a conica avaliada. No caso da
circunferéncia, os focos coincidem, entao c vale zero. No caso da parabola, ele coincide
(em valor) com o semi-eixo maior. No caso da hipérbole, ele é maior que o semi-eixo
maior, e o tridngulo retangulo que contém a, b e ¢ possui ¢ como hipotenusa.

Importar-nos-4, por enquanto, que a elipse possui ¢ < 4, e portanto 0 < € < 1. Com
estes valores definidos (€ e [), podemos finalmente seguir a forma polar.
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7 Equacao da elipse na forma polar

Na forma polar, toma-se um dos focos como origem da distancia radial r, e a conta-
gem do dngulo O costuma comegar a partir do eixo principal, no sentido anti-horéario.
Tomemos entdo um ponto qualquer da elipse definido pelo par (r, 0), e utilizaremos a
definicdo de elipse para chegar na equagéo polar (fig. 5).

Figura 5: Tridngulo utilizado para se chegar na forma polar.

Frente ao tridngulo denotado acima, pela lei dos cossenos:

(2a — r)* = r* + (2¢)* = 2(r)(2¢)cosO )

Isolando r:
a* — c* = r(a — ccosO)

Dividindo tudo por a:

Com o auxilio das equagdes (7) e (8), podemos chegar a seguinte equacao:

% = (1 — ecos0) (10)

A equacdo anterior é denominada equac¢do da elipse em coordenadas polares.
H4a também um formato muito ttil para o caso de elipses rotacionadas, pois ele ndo
depende do alinhamento do eixo principal com outros eixos de referéncia:

; = (1 — €ecos(6 — 6y)) (11)

As equagdes (10) e (11) podem ser utilizadas para representar qualquer conica,
definidos o semi-latus rectum e a excentricidade. Estas mesmas equagdes sdo as bases
da analise eliptica das equagdes de 6rbita na Gravitagéo.
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8 Forcas centrais

Entrando agora no ambito da Gravitacdo propriamente dita, comecaremos anali-
sando as chamadas forcas centrais. A defini¢cdo formal de forca central é a de que sua
dependéncia é unicamente radial, i.e.:

F=F(@) =F3 (12)

Vendo a férmula anterior de outra forma, ela nos traz que as componentes tangen-
ciais (no caso de coordenadas esféricas, as componentes nas dire¢des 0 e ¢) sdo nulas
em todo o espaco. E isso nos é muito ttil, pois isso traz 6timas propriedades.

8.1 Uma forca central é conservativa

Um detalhe muito bom da forga central: o rotacional de F é nulo.

Para provar isso, basta utilizar a defini¢do de rotacional para coordenadas esféricas:

~

rsend@ 1o

1
VXF00,0) = 5—| & % % (13)

F, rsenpFg rFy

Desenvolvendo o determinante, com Fg = F = 0:

1(oF\, 1 (JF),
VXE(r,0,¢) =~ (%) 0- rsenc (%) ?

No entanto, F, depende apenas de r, entdo:

VXF=0 (14)

Isso nos permite tirar a informagdo do enunciado. Para isso, é necessario avaliar
uma outra equagdo, a férmula de Stokes:

9§S F.dl = fs (V x F).dS, (15)

sendo S uma superficie qualquer delimitada por um caminho fechado JS, e dl é um
segmento de percurso feito ao longo de dS. No entanto, da equagdo (14), o lado direito
da equacgdo de Stokes é sempre nulo. Logo, temos que, para uma forca central:

9§ F.dl=0 (16)
aS
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A integral de uma forca central ao longo de um percurso fechado qualquer é nula. E
isso nos serd ttil para descrever o que acontece com a energia potencial U correspon-
dente a forca F, cuja relagdo infinitesimal, por definicao, é trazida por:

dU = —F.dl (17)

Se a forca F é de fato conservativa, entdo a variagdo da energia potencial ao longo de
um percurso fechado qualquer tem de ser nulo (ou entdo a energia estaria sendo perdida
em alguma outra forma). Se unirmos este conceito e as eqgs. (16) e (17), chega-se que:

fﬁdu=o, (18)
dJS

com dS qualquer. A expressdo acima nos traz que F é conservativa.

8.2 O momento angular é conservado

Isso ndo tem muito a ver com o tépico anterior, pois a explicagdo pode ser dada em
termos da proépria trajetéria do corpo sob acdo da forga F.

Considere a expressdo do torque 7 da forca F num corpo que esteja a uma distancia
r em relacdo a origem do sistema radial definido para a forga central:

T=rXxF (19)

Como F é central, entdo ele estd na direcdo de r, o que nos traz:

T=r1X(F) =rF({x1) =0 (20)

O torque total da forca é nulo, quaisquer que sejam a posicdo e a velocidade do corpo
analisado (isso ndo é completamente valido para efeitos relativisticos, mas servird bem
para nosso proposito). Logo, o momento angular total é conservado.

8.3 O movimento de um corpo devido a uma forca central é plano

Temos entdo que o momento angular L é constante. Se tomarmos a expressao
original do momento angular:

L=mrxv (21)

Se r e v estiverem na mesma dire¢do, o momento angular é nulo e 0 movimento
estd contido numa reta (pois a forca é radial), a qual estd contida ndo em um, mas em
infinitos (mesmos) planos.
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Se r e v ndo estiverem na mesma diregdo, eles nunca estardo na mesma diregdo que
o momento angular. Primeiro, que o produto escalar entre r (ou v) e L serd sempre
nulo, uma vez que:

r.L =mr.(rxv) (22)

A equacdo anterior determina um produto misto, que resulta em um escalar. Para
vetores a = (a1,a,,a3), b = (b1, by, bs) e ¢ = (c1, ¢z, ¢3), ele é dado por:

a dp ds
a.(b><c): b1 by by (23)

1 C C3

Como, no produto escalar de r (ou v) por L, haverd duas linhas iguais no deter-
minante acima, ele serd nulo. Se o produto escalar entre dois vetores é nulo, eles sdo
perpendiculares entre si.

Como L é conservado, haverd um plano que conterd a origem do sistema de coorde-
nadas e serd perpendicular ao momento angular (contendo, portanto, todos os vetores
perpendiculares a ele). Logo, r e v (suficientes para descrever o movimento) estardo
sempre contidos neste tinico plano (chamado também de plano orbital).

9 Forca gravitacional

A forga gravitacional foi primeiramente descrita por Newton, e depois reavaliada
por Einstein ao descrever a Relatividade Geral (procure por Merctrio e sua peculiar
"precessdo de periélio"para ver a diferenca). Mexerei apenas com alguns dizeres de
Newton, o que jd trara bastante trabalho e aprendizado por agora.

Sua andlise veio da adogdo de modelos para o movimento dos planetas. Como todos
elas pareciam se mover de forma semelhante em torno de um mesmo corpo (o Sol) no
céu, alguma (mesma) explicagdo precisava ser dada para descrever este movimento.
Isso tudo (e mais outros detalhes) trouxeram a tona o formato particular da chamada
forca gravitacional, descrita pela equacdo (com K positivo):

K.
F= —of (24)
Esta equagdo chegou ao mundo de modo empirico, mas ela tem como base o formato
de uma forga atrativa (dado que os planetas se moviam em torno de 6rbitas fechadas,
deveria haver uma resultante centripeta - por isso o sinal negativo) e central (sendo o
sistema heliocéntrico, o efeito deveria ter a mesma origem - o Sol).
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Sendo uma forca central, j4 sabemos que o movimento dos planetas é plano, o
momento angular é conservado e a forca é conservativa. Se transcrevermos estas quan-
tidades por meio de equagdes apropriadas, encontraremos todas as propriedades de
um movimento orbital.

Esta explicagdo pode ser estendida para qualquer movimento que tenha este mesmo
formato para sua forca de interagdo, como a interagdo eletrostatica.

10 Energia potencial gravitacional

Detalhemos, primeiramente, o nosso K. Sendo a forga essencialmente interativa,
ela deveria depender de uma mesma propriedade dos corpos envolvidos. Newton
propos que esta propriedade seria a chamada massa gravitacional (levemente diferente
da chamada massa inercial utilizada em F = ma, mas que, na prética, é bem préxima
desta quantitativamente). Aqui chamaremos esse ente apenas de massa.

Faltaria ainda um fator de proporcionalidade. Ele é chamado de constante universal
da Gravitacdo, ou apenas constante gravitacional, denotada por G. Unindo estes
detalhes, podemos adequar a equagéo (24) para nosso propdsito:

GMm
;,-2

F=- f (25)

Nesta equagdo, M denota a massa do corpo orbitado, m denota a massa do corpo
analisado, r denota a distancia entre os corpos,  corresponde ao vetor unitdrio que
parte do corpo orbitado para o corpo analisado, e:

G = 6,674287 x 10" 'm’kg s> (26)

Como dito anteriormente, esta for¢a é conservativa, entdo existe uma energia poten-
cial associada a ela. Tomando esta energia por U(r) (ndo é necessdria a notagdo vetorial,
dado que so ha dependéncia da posigdo e a forca s6 atua radialmente), encontramos
sua notagdo integrando a equacao (17):

U(r) — U(ry) = — f f F.dr (27)

o

Na equagdo anterior, 7o € um valor de referéncia (posicdo na qual o potencial seria
nulo). Dado que F depende inversamente do quadrado da distancia r, é de se esperar
que corpos infinitamente distantes ndo interajam entre si, entdo tomar rp = oo nos
servird muito bem. Substituindo entdo a expressdo de F na expressdo anterior, temos:

"(GMm _ R " dr
( - r).(dr.r) =-cMm | 2 (28)

) - ) = [

[o¢] [o¢]
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Terminando a integragdo, tomando U(co) = 0, teremos que:

r

) = omm (L 1) (29)

w0 o 7

1
U(r) = —-GMm (— P
Concluindo:

U(r) = _GMm

(30)

E necessario verificar se U(co) = 0 de fato (isso foi uma consideracéo inicial). No
entanto, como a distancia r estd no denominador, é facil perceber que esta relagdo pro-
cede. Sendo assim, a equacdo (30) denota a energia potencial gravitacional.

Detalhada a energia potencial, podemos trabalhar em cima do momento angular
e obter mais um termo de interesse. No entanto, estaremos entrando numa regido
no qual o movimento planetario serd quase que unicamente abordado, entdo algumas
consideragdes precisam ser feitas:

11 Potencial efetivo

A expressao tradicional da energia cinética é:

m
K=—vv (31)

2
Como o movimento de um corpo sob a for¢a gravitacional é plano, é possivel
descreve-lo por meio de coordenadas polares (7, 0). Denotando a velocidade por meio

deste novo eixo de coordenadas:

dr\ . do\
vV = (a) I+ (T’E) ) (32)
Como t e 0 sio ortogonais, podemos reescrever a expressao da equacéo (31):
m|(dr\® L (dO\] mi?  mrré?
K=E[(a)“(a)]=7+ 2 33)

No entanto, como ja foi mencionado anteriormente, a for¢a gravitacional ndo causa
torque, o que nos traz que o momento angular L é constante. Se observarmos o
movimento de um corpo orbitante, podemos aproximar seu Sol (ou corpo orbitado)
para um corpo fixo (o erro, na pratica, é pequeno). Para esta aproximacdo, podemos
aproximar o médulo do momento angular para:

L =mr*6 (34)
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Utilizando a equagdo (34) na equacao (33):

mi?  L?
K= 2 2mr? 9
Compilando entao a energia total E:
2 L? M
E=U+K=""+ GMm (36)

2 omr2 ot

O termo destacado em negrito é chamado de potencial efetivo, Vg, e corresponde
a parcela da energia que depende apenas da distancia r envolvida:

12 _ GMm
2mr? r

ng = Veff(i’) = (37)

A anélise gréfica desta fungdo é muito interessante, pois ela traz uma forma muito
interessante de se observar o movimento orbital. No entanto, este tema serd retomado
pouco tempo depois de ser apresentadas as defini¢des de drbita, para que as coisas
fiquem um pouco mais claras.

12 Equacdo do movimento orbital
Esta equacdo do movimento é trazida diretamente da expressao da energia mostrada

na eq. (36). No entanto, sua prova é razoavelmente longa, com varios termos e
expressdes pouco amigdveis a serem remanejadas. Ela serd entdo mostrada em passos.

12.1 1° passo: isolar tempo de distancia

Isolando a velocidade radial 7 na eq. (36):

mi? 12 GMm
E - +
2 2mr? r

) 2 L2 GMm
7= +[—|E - +
m 2mr? r

No entanto, como ha uma derivada temporal envolvida:

ﬂ_ EE— L2 +GMm
dt \\m 2mr? r

Da expressdo acima, é possivel entdo isolar as varidveis r e t:
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12.2 2° passo: mudancas de varidvel

O tempo é uma varidvel muito interessante de se obter, pois é possivel entdo prever
as varias posi¢des da particula. No entanto, a anélise temporal de uma 6rbita ndo tem
tanta informacgdo quanto a descri¢do do movimento no plano orbital, do ponto de vista
geométrico. Este movimento tem muito mais condi¢des de contorno a serem avaliadas,
e a andlise temporal ndo nos trard isso com tanta clareza.

Ao invés de tempo, utilizaremos o angulo 0 definido da mesma forma que para o
momento angular. Obteremos entdo uma equacdo de forma geral r(0), em busca da
avaliagdo do movimento como uma conica. Isso é possivel a partir da defini¢do de
momento angular, tomada na forma diferencial:

f0_ L
at — mr2
mr?

Outra substitui¢do que sera muito util, dados os expoentes envolvendo r na equagao
(38), sera:

u =

1
p (40)

A forma diferencial conveniente desta equacao é:

du=—-—— (41)

12.3 3° passo: utilizando as novas variaveis
Utilizando a equacao (39) na equacéo (38):

mrzde B dr

L \/2 (E _ 2L22 + GMm)

do = mr (42)
NG

Utilizando agora as eqs. (40) e (41), podemos chegar que:

B Ldu
V2mE — L2u? + 2GMm?2u

4o = (43)
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A expressdo no denominador a esquerda é bem préxima de um quadrado perfeito.
Para deixa-la num formato ideal:
G*M*m*  G*M*m*

N

L2u? = 2GMm*u = L*u?* - 2GMm®u +

2)\? 27244
L2 = 2GMny = (Lu - ) _ EMm (44)
L L?
Com a eq. (44) na eq. (43):
L
40 = — du :
\/ZmE + —GZ’\ZI; mt _ (Lu — —GNLI’”Z)
12.4 4° passo: ultimas substituicdes e encontro da coénica
Esta expressao lembra um pouco a integral do arco cosseno:
dy -1
dx = — X — X9 = cos” (V) (45)

v

Para chegarmos nela, as varidveis envolvidas tém de ser adimensionais. Dado o
quadrado perfeito da eq. (44), uma varidvel conveniente seria:

GMm?

a=Lu- — da = Ldu (46)

No entanto, esta varidvel ainda ndo é adimensional. Para isso, é necessario utilizar:

Lo Lda
B =G ™ % = Cane “7)
Utilizando a equagdo (47) e rearranjando os termos, podemos chegar que:
d
a0 = — P (48)
2
V- ) -
Utilizando agora uma tltima varidvel:
2EL?
=N G @)

Chegamos, finalmente que:
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ap
do = ——— = (50)
e f—
Se integrarmos, conforme mostrado na eq. (45), chegaremos que:
0 —0y=cos! (é) — é = cos(0 — Op) (51)

Retomando os valores originais, um de cada vez, e rearranjando os termos:

La

2
— GMm~ ___ _ cos(6 — 6,)

2EI2

L+ Givgas

2
s L= 25
= cos(6 — Oy)

212

L+ G

12 )
(GMmz 2EI?
. = L1t G (cos(@ — 00))

Como a origem do angulo 0 é varidvel:

L? )
(GMm2 [ 2EL?
" =1- 1+ W(COS(Q - 00)) (52)

Se vocés se lembram bem da férmula geral da conica:

l
- =1-e€cos(0 — 6))
»

E facil de perceber que as equagdes sdo iguais, isto é, a equagdo do movimento
orbital é uma coénica, com € correspondendo a excentricidade ja apresentada na eq.(49),
e com o semi-latus rectum correspondendo a:

L2

= vz (53)
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13 12 Lei de Kepler

Provar que a equacdo do movimento corresponde a uma conica ja seria o suficiente
para enunciar a 1? lei de Kepler. No entanto, é necessario avaliar um tltimo parametro:
a energia do corpo orbitante, E.

Consideremos o caso em que E>0, o que significa que a energia cinética sera sempre
maior que zero em todos os instantes do movimento. Isso significa que o corpo nunca
serd suficientemente desacelerado pela forca gravitacional, e, se nada mais impedir seu
movimento, ele continuard assim para sempre. Na expressdo da excentricidade, E>0
traz € > 1, o que corresponde a um movimento hiperbélico.

Consideremos o caso em que E=0, no qual a energia cinética do corpo serd zero
quando a energia potencial também for zero, i.e., no infinito. Para este valor de ener-
gia, € = 1, o que corresponde a um movimento parabdlico.

Consideremos entdo o caso em que E<0, no qual a energia cinética do corpo ndo
é suficiente para superar a forca gravitacional. Como todos os planetas jamais "esca-
pam"de suas Orbitas, eles entram nesta categoria. A expressdo da excentricidade trara
€ <1, o que ja definiria um movimento eliptico.

No entanto, a equacdo (52) ndo nos traz um limite inferior para a energia, o que
poderia trazer €* < 0. Mas serd que isso é possivel mesmo? Vamos supor que esta
inequagdo seja vélida, i.e.:

2EL? G>M>m?

—G2M2m3 <-1—>E<- L2

No entanto, se utilizarmos a expressao do semi-latus rectum na eq. (53), teremos:

E< _GMum (54)

21
No entanto, se a energia é negativa, o corpo ainda néo foi capaz de vencer a forca
gravitacional, o que pode significar somente duas coisas: ou o corpo orbitante colidira
com o corpo orbitado (o que faria o semi-latus rectum tender a zero), ou haverd um
movimento de drbita fechada. Se a 6rbita for fechada (como no caso dos planetas),

entdo assumir € < 0 ja seria um absurdo.
Agora sim podemos enunciar a 1? leis de Kepler:

1* Lei de Kepler: os planetas se movimentam em 6rbi-
tas elipticas, tendo o Sol como um de seus focos.

Se o corpo adotar uma 6rbita eliptica, entdo ela terd um semi-eixo maior a. Como,
das propriedades do semi-latus rectum para a elipse, | = a(1 — €?):
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2 2EL2
GMm2 T=(1+ G2M2m3
2 (__2EL
GMm?2 G2M?m?

3 GMm
2a

E= (55)

Aqui também é mostrada uma segunda forma de ver se a excentricidade poderia ou
ndo ter uma raiz complexa: se €* < 0, entdo 1>a, e a energia total trazida pela equagdo
(54) traria uma energia maior do que a energia trazida pela equacdo (55), o que seria
um absurdo para uma 6rbita fechada (a tinica opgdo que mantém movimento).

14 22 Lei de Kepler

Para mostrar e provar a 2% Lei de Kepler, sobre a drea varrida por um planeta em
funcdo do tempo, é necessario observar o movimento orbital tomado por uma elipse

(tig. 6).

Figura 6: Movimento orbital destacando dois pontos do movimento.

Procuramos a drea AA varrida por um corpo em seu movimento orbital, ap6s uma
passagem de tempo At e uma variagdo angular A0. Da figura 6, podemos obter que:

r(r + Ar)
2

AA = sen(AO) + borda (56)

Tal borda corresponde a parte curva externa ao retangulo (que traz o primeiro termo
a direita da equacdo anterior), e ela tende a zero quando a passagem de tempo também
tende a zero. Acrescentando a variagdo angular e removendo o termo correspondente
a borda (também bem pequeno em relagdo ao triangulo):

r(r + Ar) (sen(A@))AQ

A =— AB

Dividindo tudo isso pelo tempo transcorrido:

AA r(r + Ar) [sen(ABO) A6
At 2 AO | At
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Para descobrir a drea transcorrida em fung¢do do tempo, é necessario avaliar o limite
da expressdo acima quando At — 0, limite para o qual também ocorrem os limites
AO — 0eAr — 0:

. (AAY . sen(AB)\(,. AO\ r (. . sen(AO)\(.. AO\/(..
tm () = 2 (tm, 5™ im 37) 5t 56 tm, 57 (1m) 7

E facil de ver que o segundo termo da soma a direita vai a zero, pois limu,—, Ar = 0.
Os demais limites presentes trazem:

. sen(A0O)
lim =

At—0 AO 1

Jim <7 =

Logo:

i (24) = 44 _ 20
At—=0 \ At dt 2

Esta expressdo ainda ndo nos ajuda completamente. No entanto, se multiplicarmos
e dividirmos pela massa m do corpo, retomamos a expressdao do momento angular no

numerador a esquerda. Como ele é constante:

dA  mr*60 L
pn > > constante (58)

Enfim provamos a 2° Lei de Kepler, escrita inicialmente para planetas:

2% Lei de Kepler: a area varrida pelo vetor que liga um
planeta ao Sol num dado intervalo de tempo é constante.

15 3?2 Lei de Kepler

A ultima das leis de Kepler é, na verdade, uma consequéncia direta da lei anterior.
O movimento dos planetas, dada a simetria de seu movimento, é periédico. Se este
periodo tiver valor T, da 2% Lei:

dA L Area da elipse _ mab
dt  2m  Periodo T

(59)

Esta lei tem como objetivo trazer uma relacdo entre o periodo e o semi-eixo maior,
logo ndo deve restar nem b nem L nesta equagdo. Para eliminarmos b, das férmulas da
elipse:
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b=aV1-¢e?

Com a férmula da excentricidade da elipse, podemos escrever que:

2FEL? 2FEL?
2 _ _
1-e —1‘(1+m)—‘m
Mas, sendo a 6rbita eliptica:
_ _GMm
B 2a
Logo:
212 GMm L? L 1
—e2 = — — = Vl —e2 ==
1-e G2M?m3 ( 2a ) GMm?a - € m Y GMa
Com isso:
L _me(L [
2m T |m N GMa
Simplificando:

Elevando os dois lados ao quadrado, podemos chegar, entdo, que:

T2~ 472 (60)

E esta expressdo prova a tltima das leis de Kepler:

3? Lei de Kepler: a razao do cubo do semi-eixo maior com
0 quadrado do periodo orbital é constante para todos os
corpos que orbitam o Sol.

Como a 3% Lei desdobra da 2* Lei, temos que apenas duas das leis de Kepler sdao
teoricamente inéditas. No entanto, a 3* Lei oferece um meio de se encontrar relacdes
muito tteis das 6rbitas dos demais planetas e do préprio Sol (dado que a massa do
corpo orbitado é a que aparece na equacdo), sendo por meio dos dados numéricos
do movimento orbital dos planetas que Kepler chegou a esta relacdo. Seja como for,
todas as trés leis puderam ser provadas a partir de conceitos primordiais e de rela¢des
matematicas envolvendo elipses.
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16 Anadlise grafica do potencial efetivo

Este topico foi propositalmente deixado para o final para que todo o embasamento
tedrico das Leis de Kepler e a equagdo do movimento fossem deduzidos, para que o que

fosse visualizado aqui ndo trouxesse maiores surpresas (e dado também que a prova
das trés leis de Kepler fluem melhor quando provadas conjuntamente).

Retomemos a expressao original do potencial efetivo V,:

L[>  GMm
Verr(r) = -
eff (1) 2myr? r
Esta equacdo possui 0 mesmo formato gréfico que (1/7* — 1/r), mostrado na fig. 7,
a seguir. E possivel observar uma regido negativa na qual existe uma tendéncia a +oo

para r — 0., um minimo global numa regido negativa, um ponto de inflexdo e uma
tendéncia a zero quando r — oo.

& 8 10
—0.05 [

-0.10
-0.15 | ~

-0.20 \ Xf/’
|

P
—0.25 e

Y

Figura 7: Grifico de (1/r* — 1/r), trazido como exemplo de fungiio de mesmo formato que Vg

Se um corpo em Orbita fechada estd em uma posicdo r extrema (se for um ma-

ximo, apoastro; se for um minimo, periastro), entdo qualquer derivada de r serd nula,
inclusive a temporal. Se retomarmos a expressao da energia E:

mi?

E = T + Veff(r)

Se estivermos numa posigdo extrema, entdo a energia total ¢ dada somente por V,s.
Ou seja, se quisermos avaliar as posi¢des extremas de uma determinada 6rbita, basta

entdo tracar uma reta horizontal que cruze com o valor da energia total E de uma 6rbita
para descobrir os valores extremos do movimento.

Por exemplo, se E for negativo, a 6rbita esperada serd eliptica, e havera dois pontos
de cruzamento da curva de Vs com a reta y = E. Se E for nulo, a 6rbita esperada sera
parabolica, e haverd um ponto de cruzamento visivel entre a curva e a reta (o segundo
ponto ocorrerd parar — oo. Se E for positivo, entdo s6 haverd um ponto de cruzamento

entre a curva e a reta (este tinico ponto corresponde a distancia minima que o corpo
atinge durante todo o movimento antes de escapar da forca gravitacional).
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E possivel verificar o comportamento gréfico de V,y ilustrado pelo gréfico anterior.
Primeiramente, para r — 0., o crescimento de [Versl € muito grande, pois 1/r cresce
muito rapidamente. No entanto, 1/r% cresce ainda mais rapido, e portanto é o termo
predominante. Logo, espera-se que Vs tenda a +oo parar — 0,.

No entanto, V,¢f possui um zero, o que faz com que passe para o lado negativo para
valores de r maiores que:

I _GMm_ D
21mr2 ro 07 2GMm2

(61)

A partir de v > 1y, 0 termo que comega a majorar é o negativo, entdo a energia
total é negativa. No entanto, como estes valores tendem a zero para r — oo, entado a
propria funcdo deve chegar préxima deste limite para r crescente. Isso traz um ponto
de minimo global para a fungdo. Se derivarmos a expressdo de V,¢s a procura de uma
derivada nula:

dVes  GMm L2 0= L?
dr 12 mrd 7 GMm?

= 27, (62)

E possivel verificar ainda um ponto de inflexdo, encontrével a partir de:

#Ver 312 _ 2GMm 312

it TwmAT A 0T T g (63)

Para verificar quanto vale ry, basta compararmos a expressdo com aquela do semi-
latus rectum para Orbitas, e verificar que:

= 21’0 (64)

Se a energia E de um corpo é menor que a energia minima do gréfico de V,¢(7),
isso nos traz que a energia cinética do corpo é negativa, o que é um absurdo. Se E
for exatamente o valor minimo do gréfico, entdo apoastro e periastro terdo a mesma
distancia, o que corresponde a uma circunferéncia (a qual possui um semi-latus rectum
igual ao raio de sua 6rbita). E assim seguem as dedugdes do grafico de V.



